I nvestig_aciones

Francisco HERNAN *

No hace mucho, en-un programa deportivo de la television, un redactor,
instalado en una hermosa estacién de montafia e impecablemente equipado
para esquiar, anunciaba que en ese programa y en otros dos sucesivos iba

a dar un breve curso de esqui a los espectadores que atin no tuviesen esa-

habilidad. Enseguida aparecieron en pantalla un par de monitores (ninguno de
los cuales era él) que descendian parsimoniosamente por maravillosas laderas
de Vermont (Canad4). El redactor, al que —se supone que para crear am-
biente— no le faltaban ni las gafas ni los palos, explicaba los movimientos de
los dos expertos.

Al cabo de diez minutos la primera leccidn estaba terminada. La locutora
de enlace comentd: “Fécil, ;no? El préximo sdbado tendridn ustedes la se-
- L P
gunda leccién”.

Yo, que ain no sé esquiar, solamente consegui aprender que las manos
deben pasarse por entre las cintas que hay en la parte superior de los bas-
tones con objeto de no extraviarlos por el camino. Pero me perd{ cuando se
me decia que para girar a la izquierda hay que cargar todo el peso del cuerpo
sobre la pierna derecha; ;por qué no se hace otro tanto para montar en
bicicleta o para conducir un coche? En cuanto a frenar, aunque las imagenes
mostraban los esquies en “ficil” convergencia, no pensé que fuese tan sen-
cillo como los entendidos me estaban indicando.

;Creia realmente el profesor que por el solo hecho de haber ensefiado algo,
los alumnos lo habfamos aprendido?

El aprendizaje del alumno

Muchos meses de lecturas, contradicciones, debates, titubeos; y muchas
observaciones, decepciones y descubrimientos en mis propias clases, andlogos
a los que muchos compafieros hacen cada dia, me habian hecho llegar a algu-

* Grupo Cero de Valencia.
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nas conclusiones que no se correspondian con lo que acababa de ver. Por
encima de todo, tengo el convencimiento de que es el alumno quien hace el
aprendizaje construyendo sus propias estructuras conceptuales, dotando de
significado a situaciones nuevas y complejas mediante acciones fisicas y men-
tales y la rica interaccién de ambas.

Hay capacidades que todos poseemos y que tenemos ya disponibles para
la practica. Y hay capacidades que estdn latentes y esperan ser activadas. El
profesor es quien hace la ensefianza activando las capacidades adecuadas para
la situacién en estudio o, més en general, las capacidades que permitan tratar
en el futuro las situaciones nuevas que puedan presentarse.

Es larga la lista de capacidades que el profesor puede activar durante
el proceso del aprendizaje de las Matematicas, y de motivos que puedan jus-
tificar su ensefianza. Desde actitudes personales, como adquirir confianza en
s{ mismo, capacidad de disfrutar pensando, confianza en que el pensamiento
da resultado, capacidad para tomar decisiones, perseverando en la biisqueda
de solucién a un problema, autonomia intelectual, flexibilidad para tratar las
situaciones...; pasando por capacidades particularmente importantes en Ma-
tematicas, como clasificar, explorar, abstraer, conjeturar y modificar la con-
jetura en caso necesario, generalizar, distinguir entre conjetura y demostra-
cién, emplear la analogfa como método sistemético de razonamiento, desco-
dificar y codificar mensajes...; hasta desarrollar el sentido de apreciacién
de las Matem4ticas, por su regularidad, por la manera a la vez sistemadtica
e imaginativa con la que afrontan los problemas, por su belleza v su elegan-
cia, por las multiples relaciones con otras ciencias, con las formas artisticas,
con la vida...

Sin embargo, creo que muchas de esas propuestas tienen un cardcter mas
bien estitico, como si hiciesen mds referencia a lo que los profesores vemos
o hemos visto que a lo que nuestros alumnos veran cuando, dentro de unos
afios, estén en situacién de poner plenamente en practica sus capacidades.
Si consiguiésemos hacer una previsién acerca de cudles seran las capacida-
des esenciales que se requerirdn dentro de doce o quince afos para vivir
y sacar partido del mundo tal como serd entonces y no tal como es ahora,
seguramente de esa larga lista emergerfan algunas que destacarian sobre las
demads.

No pongo en duda que ser capaz de abstraer y generalizar, o de perseve-
rar en la busqueda de soluciones y tratarlas de un modo flexible, son elemen-
tos que ayudan a configurar una mente que esté preparada para la compren-
sién de los fendémenos mateméticos y la discusién de problemas en su sentido
mds amplio. Pero tengo la sensacion de que, por paradéjico que parezca, no
son suficientemente abiertas. Hay algo cerrado impreso en ellas. Se puede dar
un paso mds y preguntarse: si hubiera que resumir en pocas palabras lo
esencial de la actividad futura de nuestros alumnos, ;dénde podria estar?

No encuentro mejor respuesta que ésta: en la capacidad de hacerse pre-
guntas y tomar decisiones. Claro que eso no es lo tinico, pero ninguna otra
capacidad me parece mds importante que esa.

.Y qué es hacerse preguntas y tomar decisiones ante una situacién ma-
temética, sino investigar?
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La investigacién escolar

No sé si los investigadores profesionales estardn completamente de acuer-
do con esta idea. En cualquier caso, confio en que encuentren familiares
algunos rasgos de lo que a continuacién va a narrarse. Espero también que
no consideren carente de sentido la afirmacién principal contenida en este
articulo, esto es, que los alumnos de Bachillerato pueden hacer investiga-
ciones.

“Problema” e “investigacién”, los dos términos en torno a los cuales
propongo aqui dar unas cuantas vueltas, son tanto en el lenguaje cotidiano
como en el cientifico convenientemente vagos; del mismo modo que lo es
el término “azul”, que puede evocar distintas impresiones en distintos lec-
tores, sin que por ello dejen de estar de acuerdo en que hay una amplia
zonha comtin a esas impresiones que justifica el uso de la misma palabra.

Para evitar, sin embargo, una excesiva vaguedad quizd convenga estable-
cer una linea de demarcacién entre ambas nociones. Aunque tal linea, como
veremos, no debe carecer de flexibilidad.

Un problema es una situacién que implica un objeto o propdsito que
hay que conseguir, hay obsticulos para alcanzar ese propésito y requiere
deliberacién, ya que quien lo afronta no conoce ningiin algoritmo para re-
solverlo.

Un buen problema matemdtico es aquel que representa un desafio a las
capacidades deseables en un matemdtico; no deja bloqueado de entrada a
quien lo ha de resolver, es decir, la persona que lo acepta reconoce que el
problema est4 a la altura de sus posibilidades; tiene interés por si mismo,
independientemente de que esté relacionado con otras disciplinas o con la
vida cotidiana, o de que tenga una utilidad préictica inmediata. Por lo gene-
ral, el camino marcado por un problema estd claramente especificado.

Una investigacién comporta casi todas las caracteristicas de un problema,
pero difiere en la tltima: lo esencial de una investigacidn estd en que es
el alumno quien elige su propia direccidn; son las preguntas que el alumno
se hace y las decisiones que ha de tomar con respecto a esas preguntas las
que determinardn el camino que va a seguir.

Entra en el caricter de una investigacién el que el profesor no limite
ninguna iniciativa coherente, aunque no esté entre las que ¢l habia pensado
de antemano.

En una investigacién debe apreciarse mds la larga atencion dedicada a
unas pocas ideas que la corta atencién dedicada a muchas dispersas.

Una investigacién es mucho mas trabajo del alumno que trabajo del pro-
fesor (como casi todo en el aprendizaje de las Matemdticas).

El profesor debe animar a tomar nota de las reglas generales que el alum-
no vaya obteniendo; pero su tarea es mds escuchar que hablar (como casi
siempre en las clases).

Quien hace una investigacién escribe acerca de las Matematicas que ha
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estado haciendo. Escribir de Matematicas es dificil; por eso hay que dejar
tiempo para la redaccién y presentacién del trabajo.

Si se desea que los alumnos sean capaces de hacer investigaciones mate-
miticas, parece indispensable que los profesores también lo sean, y sepan
elegir las situaciones propicias para que el alumno tome su propio camino
y las decisiones ajustadas a su propésito.

El problema de las fichas amarillas y verdes

Hace algtin tiempo me encontré! con un llamativo problema:
p

“Se tienen fichas amarillas a la izquierda de un espacio libre, a cuya de-
recha hay fichas verdes. Una cosa asi:

. AAA VVvyv.

Las fichas amarillas solamente pueden moverse hacia la derecha y las
fichas verdes sélo hacia la izquierda.

Cada ficha puede o bien deslizarse un lugar, si hay hueco, o bien saltar
sobre la inmediata de distinto color si el hueco es adyacente a esta dltima.
Cada movimiento consiste en mover una sola ficha.

No es preciso mover alternativamente fichas de distinto color.

¢Cudl es el minimo nimero de movimientos que hay que realizar para
intercambiar los colores, es decir, para poner las verdes a la izquierda del
hueco y las amarillas a la derecha?”.

Fl problema me interesé, asi que le dediqué toda mi atencién. Lo pro-
puse a los alumnos de tercer curso; les gustd. Muchos le dedicaron tanto
o més tiempo que yo. Unos llegaron lejos, otros se quedaron a mitad de
camino.

Tiempo después volvi a verlo de nuevo en otra publicacién 2. Nada hay
menos secreto ni menos privado que un atractivo problema de Mateméticas.
Se extiende como una mancha de aceite y al final nadie sabe dénde tuvo su
origen o quién lo propuso primero.

iPero qué distinto era esta vez! Su enunciado era menos rigido, mas
abierto, daba més opciones. La profesora que lo contaba comenzaba con la
presentacién de un juego: hay siete sillas, las tres primeras ocupadas por
tres ranas macho y las tres tltimas por tres ranas hembra, quedando en el
centro una silla vacia.

! BELL, A. W.: The Learning of General Mathematical Strategies, University of
Nottingham, 1976.

2 ASSOCIATION OF TEACHERS OF MATHEMATICS: Teaching Styles, A. T. M., Queen
Street, Derby, 1984.
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El objetivo: cambiar la posicién relativa de los machos y las hembras-,
poner los machos a la derecha y las hembras a la izquierda. ;

La profesora no empezaba dando las reglas del juego, sino preguntando
por ellas.

Las reglas del juego

Una vez acordadas las reglas y jugado el juego, preguntaba: “Y bien,
(qué podemos hacer ahora? ;Cémo podemos cambiar el juego sin cambiar
las reglas?”.

‘Aquello me pareci6 algo estupendo, asi que decidi tomar la idea y me
propuse hacerlo en dos clases distintas, una de 1.° y una de 2.°. También em-
pecé preguntando: “;Cudles creéis que deberfan ser las reglas del juego?”.

Y poco a poco se fueron desgranando las siguientes:

1. “Saltar sobre una rana a la silla vacfa”.
“Una silla s6lo puede estar ocupada por una rana”.
“Mover alternativamente una rana macho y una hembra”.

“Pueden permutar posiciones una rana macho y una hembra que es-
tén al lado”.

5. “Deslizarse a una silla vacia”.
6. “Estd permitido avanzar o retroceder”.
7. “Cada vez se mueve una sola rana”.

2w

“iAlguna mas?”.
“No, ya vale”.

“Echemos un vistazo antes de ponernos a jugar”. Las reglas 4 y 7 eran
contradictorias, de modo que fue preciso elegir una de ellas. No hubo acuerdo
en la eleccién. Propuse suprimir la 4. (Debo confesar que la iniciativa de
esta regla 4 me pillé por sorpresa. Yo no habia pensado en ella y como no
podia prever las consecuencias de aceptar esta regla incliné la balanza hacia
la regla 7 que me era més familiar. Tomé la decision que me era més co-
moda).

“Ya podéis empezar. ;Cuéntos movimientos necesitis para cambiar las
ranas de posicién?”,
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Unos sacaron monedas y comenzaron a moverlas. Otros simbolizaron con
M y H, respectivamente, e hicieron en su papel un listado de las consecu-
tivas posiciones que iban obteniendo. Unos quince minutos mds tarde co-
mienza a oirse: 19, 21, 15...

“Ahora se pone mas interesante —dije en voz alta—; una cosa es jugar
y otra preguntarse por la forma mds eficaz de jugar. ;Cuédl es el minimo nu-
mero de movimientos que se precisan?”.

Los que tenian mds de 15 lograron reducirlos a 15 evitando hacer movi-
mientos hacia atrds, con lo que la regla 6 se revel6 superflua. Mientras tanto,
la regla 3 habia mostrado igualmente su inadecuacién.

El niimero minimo es 15.

La pregunta “;Qué puedes hacer ahora?” fue comprendida en seguida por
algunos, que pasaron a 4 ranas macho y 4 ranas hembra; otros no supieron
qué responder y tuve que abrirles calle. Los que habifan manipulado monedas
avanzaron con rapidez; los que hicieron un listado de las sucesivas posicio-
nes del juego se metieron en un lio. Mientras los primeros encontraron los
24 movimientos que bastan, la mayorfa de los segundos se pasaban.

“El nimero minimo es efectivamente 24. ; Cémo podemos seguir? ;Cémo
podemos cambiar el juego sin cambiar las reglas? Ensayad distintas posibi-
lidades.”

Ya estaba la investigacion definitivamente en marcha.
“Pues poner mas ranas a cada lado”. “Muy bién; hazlo”.

“Poner més ranas macho que hembra”, “;Ya tienes alguna regla general
cuando hay el mismo nimero de ranas a cada lado?”. “No, todavia no”. “En-
tonces tal vez te convenga mds generalizar primero el caso mds facil y po-
nerte luego con lo més dificil. Ya tienes dos problemas por resolver. Adelante”.

“Poner dos sillas vacfas”. “Estupendo; cuando lo tengas resuelto pasas
a 3, 4, n sillas vacfas”. (En el problema de las fichas amarillas y verdes se
ponfa como condicién fija que hubiese un solo hueco en el centro. Ni yo,
ni ninguno de los alumnos que lo hicieron en su momento, pensamos en la
posibilidad de que hubiese mis de un hueco. Nos habian propuesto el pro-
blema y lo habiamos hecho tal como nos lo habfan propuesto).

Cada uno estd ya a lo suyo y va a su propio ritmo.

(A muchas personas les gusta ofr miisica mientras estudian; ese dia me
habia llevado a clase una radio), Me llaman de vez en cuando para com-
tarme cosas, para solventar alguna duda. Solamente entonces observo que
la regla 1 ha sido comprendida de distintas formas. La mayoria han supuesto
implicitamente que se ha de saltar sobre una rana del otro sexo; pero unos
pocos han interpretado la regla como que se puede saltar sobre cualquier
otra rana. ;Por qué no habfa aparecido antes esta discrepancia? Pues por-
que cuando no hay més que una silla vacia, las dos interpretaciones con-
ducen a los mismos resultados. La diferencia solamente se hace evidente
cuando se supone que hay mas de una silla vacia; cuando, para la desespera-
cién de la mayorfa, esto es, de los que han seguido la primera interpretacion,
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el ntimero de movimientos minimo con la estrategia encontrada es mayor
que el nimero de movimientos minimo con la estrategia seguida con la se-

gunda interpretacién.

jAh! Pero estos ultimos tienen nuevos problemas: no es igualmente fécil
con ndmeros pares queé con nimeros impares. “Nimero impar de qué, ;de
ranas o de huecos?”.

Y 1a historia sigue; pero creo que no es necesario llegar aqui hasta el final.
Sobre todo teniendo en cuenta que la historia no tiene un guién que deter-
mine lo que ha de pasar, y otros profesores en otras clases pueden disfrutar
de sus propias historias que les resultardn mds vivas y mas divertidas que
la mera lectura de un relato ajeno. :

Construcciéon de poliedros

Si que quiero contar cémo aprendi de mis errores, que no fueron pocos,
como se ha visto.

Mucha gente se lo pasa bien recortando y pegando. En Matematicas abun-
dan las ocasiones para recortar y pegar; una de las mejores es la construc-
cién de poliedros de cartulina partiendo de sus desarrollos planos. jPero
incluso eso es aburrido cuando ya nos dan el desarrollo plano y s6lo se nos
deja la tarea manual de cortar y pegar! En Matemdticas, casi todo puede
resultar aburrido cuando no se nos deja tomar iniciativas. Todo lo contrario
ocurre cuando uno nota que lo que construye depende de sus propias ideas.
Personas que no soportan estar veinte minutos ante un libro de texto son
capaces de estar enfrascados durante una hora en una investigacién. Como

ésta que paso a referir.
Cuando de construir poliedros se trata, las tramas cuadradas disfrutan del

austero privilegio de la unicidad. El tnico poliedro convexo que puede
construirse con todas sus caras cuadradas es el cubo. Cierto es que un cubo
se puede construir partiendo de varios desarrollos planos distintos que cons-
ten de seis cuadrados en una sola pieza. Pero la variedad que contienen las

tramas triangulares es mucho' mayor.
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La verdad es que las tramas triangulares son una mina.

No sélo tres de los cinco poliedros regulares estin formados por tridn-
gulos equildteros, sino que hay multitud de poliedros no regulares cuyas
caras son todas tridngulos equildteros iguales.

Es frecuente dar el nombre de deltaedros a los poliedros convexos cuyas
caras son tridngulos equildteros iguales. Tras la experiencia de las fichas y las
ranas pensé en no cometer el error de limitar las iniciativas que cabe tomar en
una trama triangular, limitaciones que derivarian de una situacidén cerrada,
tal como “Construye todos los deltaedros” o “Alguien dice que solamente
hay ocho deltaedros; trata de construirlos todos”. Asi que decidi proceder de
manera menos ortodoxa y llamar deltaedro a todo poliedro que tenga como
caras tridngulos equildteros iguales, y aceptar la nocién vaga de poliedro que
toma como cardcter esencial el hecho de que “cierre”, del mismo modo que
una primera nocién de poligono es una linea poligonal que “cierra”.

Empleamos para la trama triangular la siguiente terminologia:

<> AN

diamante-2 diamante-3
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diamantes-4

y, en general, diamantes-n a las figuras andlogas formadas por n tridngulos
equildteros. Correlativamente, deltaedro-n es el poliedro que puede construir-
se a partir de un diamante-n.

La investigacién, que ocupdé una semana de clase, comenzé con algunas
propuestas concretas:

— ;Con qué diamantes-4 puedes construir deltaedros-47

— ¢Hay mads de un deltaedro-4 posible?

— Dibuja diamantes-5 y prueba a hacer algin deltaedro-5. (Es imposi-
ble, pero no era el momento adecuado para buscar una demostracién
de esa imposibilidad y seguimos adelante).

— Busca diamantes-6 con los que puedas hacer un deltaedro-6.

— Hay varios deltaedros-8. Construye todos los que puedas. ;(Cudl de
ellos te parece mds armonioso?

Este es un diamante-8. Piensa cémo ha-
bria que doblar para hacer un deltaedro-8.

Con estos comienzos y las observaciones y discusiones que los acompa-
fiaron, ya fue suficiente para echarse a volar. La siguiente propuesta ya fue
general: “Investiga sobre deltaedros 10, 12, 14, 16, 18, 20... Si son bonitos,
bien; si son “raros”, mejor que mejor’.
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Pues bien, alli pasé de todo. Me hubiera resultado imposible prever la
variedad de observaciones y descubrimientos que en cada lugar de la clase
los alumnos iban haciendo. Estos son algunos de ellos:

— Alumnos que dudan inicialmente del deltaedro-6 porque “no dobla
igual por todas partes”.
La observacién tiene mucho sentido, porque previamente sélo ha-
bian construido el cubo y el tetraedro, que son poliedros regulares
y “doblan” igual por todas partes; mientras que el deltaedro-6, no.
Esta es una manera muy natural de distinguir entre poliedro regular
y poliedro no regular.

— Deltaedros-8. Un mismo desarrollo plano permite construir dos deltae-
dros-8 completamente distintos. Uno de ellos, el octaedro regular; otro,
un deltaedro céncavo que se obtiene uniendo el lado a con el a’, el ¢
con el ¢’ yeldconeld.

— Deltaedros “monstruos”. Deltaedros flexibles, porque proceden de del-
taedras unidos por una arista. Por ejemplo, dos tetraedros unidos por
una arista; pero que se obtienen partiendo de un tnico desarrollo
plano.

— Descubrimiento de un médulo generador de deltaedros, el tetraedro re-
gular. Si se unem, por una cara, un deltaedro ya construido y un te-
traedro se genera un nuevo deltaedro.
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También la mera yuxtaposicién de tetraedros gemerd nuevos del-
taedros.

__ Deltaedros “dudosos”. El descubrimiento anterior presenta, sin em-
bargo, niuevos problemas. Si se unen por una cara un octaedro regular
y un tetraedro regular, la figura resultante jes un deltaedro? ;O no
lo es, porque dos de sus caras forman una sola cara que es un rombo?
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— Deltaedros serpiente.

Hay material suficiente para ampliar la comprensién de diversos concep-
tos: poliedro regular, poliedro no regular, poliedros céncavos y convexos,
falsos poliedros, volimenes, diedros, etc.

A
VAVAVAN
fivavid
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La ensefianza de las Matematicas

Un profesor impaciente fracasard si intenta que sus alumnos hagan inves-
tigaciones. Una condicién ha de prevalecer sobre todas cuando se propongan
investigaciones en una clase. Esta condicién es disponer de todo el tiempo
que haga falta.

Pero si el profesor reflexiona un poco acerca de su propia actividad como
matemdatico debera reconocer que él mismo necesita muchisimo tiempo cuan-
do se enfrenta a una situacién matemdtica nueva.

La ensefianza de las Matemdticas ha sido mala porque ha estado basada
en el supuesto de que los alumnos (y los profesores) debian repetir las Ma-
temdticas ya enlatadas. :

Cuando los alumnos (y el profesor) hacen Matemdticas, y este es el
tinico cambio verdaderamente radical, los esquemas de temporalizacion del
aprendizaje se derrumban y nacen otros nuevos. Quizd se puedan ensefar
muchas Matemdticas en una hora, igual que el profesor de esquf pretendia
ensefiar lo fundamental del esqui en treinta minutos. Pero ¢cudl es la opi-
nién del que aprende? Su actitud lo suele transparentar: que mejor es ale-
jarse y esperar ocasiones mds razonables y mds estimulantes.

Claro que no todos los alumnos tienen inicialmente la autonomia y la
capacidad necesarias para emprender una investigacién. ;(Pero qué mejor
puede hacer el profesor que amimar a que el alumno adquiera el gusto por
hacerse preguntas y aprenda a tomar una situacién en sus propias manos?

Vistas asf las cosas, las investigaciones en “ranas” o en deltaedros no son
sino un entrenamiento para cuando tengan que fomar en sus inanos su pro-
pia vida. Creo que es una buena razén para enseflar Matematicas.
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